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El modelo en notacién matricial

El modelo lineal con K variables

@ Vimos el modelo
Yi=B1+ B Xoi+ B3 Xzi+ -+ B Xui+ui, i=1,...n
@ Como vale para i = 1,...,n, entonces podemos escribir:

Yi = Bi+BeXor+ B3 Xz 4+ Pr X1+
Yo = Bi+PoXoo+B3Xz0+ -+ B Xka+ w2

Yo = Bi1+BaXon+B3X3n+ -+ B Xkn+ Un

@ Sistema de n ecuaciones lineales. jLineales en qué?

@ Todo sistema lineal puede ser expresado en matrices
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El modelo en notacién matricial

Formulacién matricial del modelo

@ Notar que el modelo puede escribirse como:

Y = X B + u
Y1 1 Xo1 Xa1 -+ Xki B u
Y, 1 X Xz -+ Xk B2 u

: | : : ) : ' : .
Y 1 Xon Xzp - XKn ﬁK Up

@ ;Qué dimensiones tiene cada matriz/vector?
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El modelo en notacién matricial

1 Xo1 Xa1 -+ Xk

1 X Xz -+ Xk
X=|. . . .

1 X2n X3n T XKn

X es (nx K), n filas (observaciones) y K columnas (variables
explicativas)

Yy B up

Y. u
y=| B= B.2 u=|

Yn BK Un

Yyuson(nx1l),ypes(Kx1).
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El modelo en notacién matricial

@ Entonces, el modelo
Y; =B+ BoXoi + B3 Xz 4+ B Xki +uj, i=1,..n
@ Puede escribirse como
Y=XB+u

e Este es el modelo lineal general (K variables) expresado
en notacién matricial
e Ventaja: nos permitird trabajar expresiones sin el uso de
sumatorias

e Desventaja: trabajar con algebra matricial puede ser un poco
molesto al principio
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Repaso de algebra matricial Algunas definiciones y resultados
Derivadas matriciales

Digresion: definiciones y resultados de algebra matricial

@ Rango de una matriz. Def.: es el nimero maximo de filas y/o
columnas linealmente independientes (li). Lo denotamos como p(X)

@ Resultado 1: el maximo nro. de columnas li = maximo nro. de
filas li. En otras palabras: el rango columna coincide con el rango
fila.

@ Matriz no singular. Def.: una matriz cuadrada Ak k) es no
singular, si y solo si su determinante es distinto de cero, es decir,
A £ 0.

@ Resultado 2: si la matriz Ak« k) es no singular = existe una (nica
matriz, también no singular, a la que llamamos inversa de Ay
denotamos como A71, tal que AAt=A"1A= Ik

@ Resultado 3. Sea una matriz Ak xk):

PA) =K — |A|£0
p(A)<K = |A=0

@ Resultado 4. Sea una matriz X(,«k) con p(X) = K (rango columna
completo). Se cumple que p(X) =p(X'X) =K
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Repaso de algebra matricial Algunas definiciones y resultados

Derivadas matriciales

iQué es X’X en nuestro modelo?

Supongamos n=3y K =2:

1 Xxn
3 Xo1 + Xop + Xo3
) xii Xor4+Xao+Xos X3+ X3+ X5

Generalizando para cualquier ny K:

n ¥ Xo; YX - XXk

YXoi  LX5  LXoiXsi - LXoiXki

X'X=| XXsi YLXoiXsi YLXZ - LX5iXk
YXki LXoiXki LX3iXki -+ LXE

@ notar que X'X es de dimensién (K x K)
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Repaso de algebra matricial Algunas definiciones y resultados
Derivadas matriciales

. Qué nos dice el resultado 47

@ Recordemos el resultado 4: Si p(X) = K (rango columna completo),
se cumple que p(X) =p(X'X) =K

@ ;Qué se requiere para que p(X)=K?

1 Xor X1 - Xk

1 Xoo Xzo -+ Xk2
X=1 . . . . .

1 X2n X3n ce XKn

@ Por el resultado 4 sabemos que si p(X) = K entonces p(X'X) = K.
En otras palabras, que p(X) = K garantiza que X’X tiene rango
completo y por lo tanto es una matriz no singular (resultado 3), lo
que implica que 3(X’X)~! (resultado 2).

o Que X'X tenga inversa es muy importante, ya veremos...
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Repaso de algebra matricial Algunas definiciones y resultados
Derivadas matriciales

Digresion: derivacién con matrices

@ Regla 1: sean ay b dos vectores (K x 1), entonces:

I(ba)
ap @9

o Regla 2: sea A una matriz simétrica (K x K) y b un vector
(K x 1), entonces:

d(bAb)
2Ab) — 2Ab
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Algunas definiciones y resultados
Derivadas matriciales

Repaso de algebra matricial

. d(ba
Chequeamos la regla 1: (()b)
Supongamos K =2: a= { 1 } yb= { by }
ar b2

o Notar que b'a= bya; + bpay es un escalar (dimensién 1x1)

/
= a(abba) es un escalar derivado por un vector. jY eso?

@ Derivar por un vector (K x 1) es derivar por cada uno de los K

elementos del vector.
o Derivamos b'a = bja; + byas primero respecto de b; y obtenemos
a1; después derivamos respecto de by y obtenemos as. Luego
“apilamos” los resultados en un nuevo vector (vector de derivadas):

et 20

db ar
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Repaso de algebra matricial Algunas definiciones y resultados
Derivadas matriciales

. A(bAb) _
Chequeamos la regla 2: & 1 =2Ab

Supongamos otra vez K =2: b= [ by ] yA= [ A Aw }
Az Ax

o Notar que b'Ab = bfAll + b%Agz 4 2b1 bp A1 es una funcién
cuadratica en b (y es un escalar)

/
o Entonces, jqué es %?

@ Derivamos:

(b Ab) _ AL AD) _ [ 2b1An +2b2A1
I(b'Ab) 2by Az +2b1 A1

—2Ab
db o e
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

MCO en matrices

Recordemos la formulacién matricial del modelo lineal general:
Y=XB+u
@ Sea [§ el vector que apila los estimadores del vector de
parametros
B
b 67

B

Definiciones

@ Vector de estimaciones de Y (nx 1):
Y =X

@ Vector de residuos o errores de estimacion (n x 1):

e=Y_Y=Y_XB
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO

R cuadrado y R cuadrado ajustado

Recordemos la funcién de pérdida del método de MCO y veamos
cémo escribirla con la nueva notacién matricial:

€1
n o, ()
SRCE'ZIG;:[el e - e
=
€n

o Es decir, la suma de residuos cuadraticos se puede reescribir
como:

SRC = ¢€e

o Recordando que e = Y—Xﬁ es facil ver que SRC es una
funcién de B:

SRC(B) = (Y —XB)(Y—XB)
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO

R cuadrado y R cuadrado ajustado

El problema de MCO:

Min SRC(B)=e'e=(Y —XB) (Y — Xp)
p

e Notar que la funcién a minimizar es escalar (1x 1)
@ Hay que derivar esa expresién (1 x 1) respecto del vector ,3

@ Las CPO igualan el vector de derivadas al vector cero:

dSRC(B)
op

@ Sistema de K ecuaciones con K incdgnitas
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

Obtencién de los estimadores MCO

(9 ()= () (v

=Y'Y-YXB-BXY+pXXp

= Y’Y—Qﬁ’X’Y—i—B’X’Xﬁ
@ En el dltimo paso, notar que los términos 2do y 3ro son iguales porque
(1) ambos son escalares, (2) si trasponemos (Y’ X ) obtenemos (5'X’'Y)
y viceversa, y (3) un escalar traspuesto siempre es igual al mismo escalar.
@ Ahora hay que derivar respecto del vector 8
o El primer término no depende de [§

o Notar que el 2do término es de la forma b'a, con b=f y a=X'Y
(recordar regla 1)

o Notar que el 3er término es de la forma b’Ab, con b= y A= X'X

(recordar regla 2)
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO

R cuadrado y R cuadrado ajustado

@ La funcién a minimizar:
de=Y'Y-2BXY+BXXB
e Las CPO:

/
8;36 =0-2X'Y+2X'XB=0=X'XB=X"Y

o Si existe (X'X)71, entonces:
B=(XX)'X'Y

o [ es el vector de estimadores MCO
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO

R cuadrado y R cuadrado ajustado

iDe qué depende que exista (X'X)~1?

@ Vimos antes (resultado 4) que si p(X) = K (rango columna
completo), entonces 3(X'X)™*

o El supuesto de no multicolinealidad perfecta justamente dice
que p (X) = K

o La ausencia de multicolinealidad perfecta es necesaria
para que exista el vector de estimadores MCO
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

Propiedades algebraicas en notacién matricial

Propiedad 1: los estimadores de MCO son lineales, es decir tienen

la forma
B = Ay
donde A es una matriz (K x n) con elementos no estocasticos (no
aleatorios).
Prueba:

e Los estimadores MCO son ff = (X'X)1X'Y

o Sillamamos A a la matriz (X'X)"1X’ (de dimensién K x n),
B queda escrito en la forma lineal
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO

R cuadrado y R cuadrado ajustado

Propiedad 2: X'e=0
o Puede obtenerse a partir de la CPO: X'XfB = X'Y

o Mostrar que esta propiedad implica 2 resultados que ya vimos
antes:

Q Ye=0
i=1

n
e ZXk,'e,'ZO kZZ,...K
i=1

i=

@ ;Qué nos dicen estos resultados intuitivamente?
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

Propiedad 3: similar a la propiedad anterior:
Ye=0

Propiedad 4: el punto (X, Y) pertenece a la funcién de regresion
estimada por MCO: .
=Xp
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

Bondad del ajuste usando notacién matricial

La descomposicién de la suma de cuadrados es

N 0 N . o N )
'Zl(Yi_ Y) = l(Yi_ Y) + 'Zlel
1= 1= 1=
Y'Y —-nY? = Y'VY-nY? + (e
—_— —_—— ~~
STC = SEC + SRC

Entonces, la bondad del ajuste puede escribirse como:

2_\7’\7—n)72_17 e
Y'Y —-nY2 T Y'Y _nY?
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

R?2 no decrece con K

o El R? nunca decrece con el agregado de variables explicativas
@ En general, cuantas mas variables mayor ser3 el R2

o El R? tiende a aumentar aunque las variables que agregamos
no sean estadisticamente significativas

@ Entonces, trivialmente, a mayor niimero de variables mejor
ajusta el modelo. jPor qué?
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MCO usando matrices

L imad MCO Propiedades algebraicas en notacién matricial
o0s estimadores R cuadrado y R cuadrado ajustado

R?2 no decrece con K

@ Suponer el modelo Y =X+ Zy+u
X matriz n x K (incluye constante), Z matriz nx K, con K = K1 + K>

@ Problema 1: regresionde Y en Xy Z.
Min SRC(B,9) = (Y — XB — Z§)/(Y — XB - Z9) — SRC;
B.7

@ Problema 2: regresién de Y en X solamente
igual al problema 1 pero le agregamos una restriccién: s.a
7=0— SRC;

e Siempre SRC; < SRC; = R? > R?
con desigualdad estricta si 7#0
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

R?2 no decrece con K

@ Pensemos en que tenemos un modelo y agregamos una nueva
variable. El R? aumenta siempre que el coeficiente de regresién
estimado de la nueva variable tenga un valor distinto de cero.

o Numéricamente distinto de cero # estadisticamente distinto de
cero.

e Implicancia: no tiene sentido basarse en el R? para comparar el
ajuste de modelos con distinta cantidad de variables.

o ;Entonces?
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

R? ajustado

. SRC (n—1)
2 =1--— 7
R“ajustado =1 STC (n—K)

i Qué pasa con el R2ajustado si agregamos una nueva variable al
modelo?

@ STC no cambia. jPor qué?
e (n—K) cae en una unidad

@ SRC también cae. j Cuanto? Depende...
o Cuanto mas relevante sea la nueva variable, mas cae SRC.
iPor qué?
e Entonces, cuanto mas relevante sea la nueva variable, mas
aumenta R2ajustado.

o Si la variable es poco relevante, R2ajustado puede caer
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MCO usando matrices
Propiedades algebraicas en notacién matricial

Los estimadores MCO R cuadrado y R cuadrado ajustado

R? ajustado

. SRC (n—1)
R?ajustado =1— —— ~——~
e STC (n—K)

o Intuicién. El R?ajustado incorpora el trade-off que se genera
cuando agregamos mas variables al modelo: por un lado baja
SRC vy por el otro perdemos grados de libertad, lo que implica
estimadores mas ineficientes.

e En la practica:
o R2ajustado aumenta siempre que el estadistico |t| > 1.
Entonces puede darse que el R?ajustado aumente aunque la
nueva variable NO sea estadisticamente significativa.

o R2ajustado baja siempre que el estadistico |t| < 1.
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades

Supuestos clasicos en notacién matricial

o Modelo lineal:

Y=XB+u

@ Supuestos clasicos:
Q E(u)=0
Q VarCov(u) = o2,
© X es una matriz (n x K) no estocastica (no aleatoria) con
p(X) = K (rango columna completo)
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades

Esperanza de u

@ Recordemos que u es un vector aleatorio

o E(u) es el vector de las esperanzas

u E(w)
u= u:2 = E(u) = Eluz)
Un E(u”)

@ El supuesto 1 establece que el vector de esperanzas es igual al
vector nulo, es decir:

E(ui)=0parai=1,..n
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades

Matriz de varianzas y covarianzas de u

@ La matriz de varianzas y covarianzas de un vector aleatorio u
se define como:

VarCov(u) = E[(u—E(u))(u—E(u))]

V[w] Covluy,up] -+ Covluy,up]
Cov|uy, u] V[u] oo Covlug,up]
Cov|up,u1] Covlup,up] --- V[un]

o Notar que VarCov[u] es una matriz n x n'y simétrica
o Qué significa entonces suponer que VarCov(u) = 621,?

e Notar: VarCov(u) = E(uu')
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades

Propiedades estadisticas de los estimadores MCO

~

@ f3 es un vector que contiene K variables aleatorias

@ ;Qué propiedades conocian en el caso de MCO con 2
variables? ;j De qué dependian?

@ Vamos a demostrar esas mismas propiedades usando notacién
matricial
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades
A

Insesgadez de 3

g =

X' X)Xy

X'X)IX(XB +v)

X' X)X XB 4+ (X' X)1X'u
+(X'X) X'y (+)

I
—~~ A~

E[f] = B+(X'X)XE[u]

IR =~ I o)
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades

Matriz de varianzas y covarianzas de f8

Mostraremos que VarCov(ﬁ) =0o2(X'X) !

A

VarCov[B] = E[(B—E(B))(B—E(B))]
= E[(B—B)(B~B)]
= E[(X'X) X u((X'X) LX)

= E[(X'X) X' ud X(X'X)™Y]
= (X'X) X E[ud] X(X'X) 1
= (X'X) ' X'6?,X(X'X)!
= o?(X'X) X' X(X'X) !
— 62(X,X)_1

@ Es importante saber qué supuestos fueron utilizados para
obtener esta expresién.
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades

S

Matriz de varianzas y covarianzas de f8

o ;Qué dimensién tiene VarCov(B) = o2(X'X)1?

V[Bi] Cov[Bi,B2) -+ Covlpi.Bk]

VarCov[f] = Cov[él’ﬁﬂ VI e Covlpafr]

Cov[ﬁl, Bl COV[E%BK] V[EK]

@ Notar:

e cada elemento de la diagonal es V[ﬁk] =0%Ak, k=1,..K,
donde Ay es el elemento en la fila k y columna k de la matriz
(X'x)t

o cada elemento fuera de la diagonal es
Cov[B;, Bk] = 62 Ajk, j # k, donde Aji es el elemento en la fila
Jj y columna k de la matriz (X’X)™*
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial
Supuestos clasicos y propiedades

VarCov(p) en la practica

o VarCov(f) depende de 62, un valor desconocido.

@ En su lugar usaremos un estimador insesgado:

n
2 1 2 __ ee
5= anl-Elei — n—-K

@ Luego, el estimador de la matriz de varianzas y covarianzas es:

VarCov(B) = S2(X'X)
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Supuestos clasicos en notacién matricial
Propiedades estadisticas en notacién matricial

Supuestos clasicos y propiedades

Bibliografia para esta clase

@ Notas de clase, capitulo 2 secciones 2.1 a 2.9.

e Wooldridge, capitulo 6.3 (R cuadrado y R cuadrado ajustado)
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